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Alexander Faustov 

Мaster's student, 
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Igor Tsyganov 

Candidate of Science, associate Professor, 
Lipetsk State Technical University, 
Russia, Lipetsk 
 

Аннотация. Создана модель технологии термической обработки 

изделий из конструкционных сталей 45, 40Х, 40ХН, изготовляемых в 

муниципальном управлении ПАО «НЛМК». При этом использовались 

как экспериментальные данные режимов термообработки изучаемых 

сталей 45, 40Х, 40ХН и близких по химическому составу и так и из ли-

тературных источников. Созданная модель технологии термической об-

работки может быть использована на деталях, изготовленных из среднеуг-

леродистых сталей аналогичных по химическому составу. Математическая 

модель требует введение химического состава изучаемой стали, форму 
детали и ее размеры, твердость поверхности которую нужно получить 

после окончательной термообработки. 

Abstract. A model of heat treatment technology for products made of 

45, 40X, 40KHN structural steels manufactured in the municipal administra-

tion of NLMK PJSC has been created. At the same time, experimental data 

on the heat treatment modes of the studied steels 45, 40X, 40KHN and similar 

in chemical composition and from literary sources were used. The created 

model of heat treatment technology can be used on parts made of medium 

carbon steels with similar chemical composition. The mathematical model 

requires the introduction of the chemical composition of the steel under study, 

the shape of the part and its dimensions, the surface hardness to be obtained 
after final heat treatment. 

 

Ключевые слова: математическая модель, конструкционная 

сталь, исследование, твердость, детали, термическая обработка, хими-

ческий состав технология. 

Keywords: mathematical model, structural steel, research, hardness, 

parts, heat treatment, chemical composition technology. 

 

Технологии термообработки часто используются при производ-

стве металлических изделий для того, чтобы значительно улучшить их 

качество и повысить механические и физические свойства. 

Технологии термообработки стальных изделий совершенствуются 
с каждым днем, что позволяет улучшить качество машин и современ-

ных сложных механизмов. 
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Использование этой технологии при производстве деталей позво-

ляет получать высококачественные комплектующие детали для станко-

строения и инструментального производства. 

В настоящее время термическая обработка является важным ком-

понентом технологических процессов в различных отраслях промыш-

ленности, и ее использование позволяет снизить затраты на производ-

ство. Благодаря компьютерному моделированию были разработаны 

новые технологии термообработки конструкционных сталей, которые 
позволяют достичь желаемых свойств материала с минимальными за-

тратами [3]. 

Термообработка не только улучшает механические свойства. Тер-

мообработка обычно также улучшает физические и физико-химические 

свойства стали. 

Компьютерное моделирование позволило разработать технологии 

термообработки конструкционных сталей с минимальными затратами. 

В настоящее время термическая обработка является важным ком-

понентом технологических процессов в различных отраслях промыш-

ленности, и ее использование позволяет снизить затраты на производ-

ство. Благодаря компьютерному моделированию были разработаны 

новые технологии термообработки конструкционных сталей, которые 
позволяют достичь желаемых свойств материала с минимальными за-

тратами [2]. 

Конечной целью данного исследования является разработка модели 

технологии термической обработки продукции из конструкционных ста-

лей 45, 40Х и 40ХН, производимой в коммунальном хозяйстве ПАО 

«НЛМК». Для определения режимов термической обработки исследуемых 

сталей 45, 40Х, 40ХН и сталей аналогичного химического состава исполь-

зовались экспериментальные данные и литературные источники [1]. 

Материалом исследования являются стали 45, 40Х, 40ХН и близ-

кие по химическому составу углеродистые и конструкционные низко-

легированные стали. Содержание основных элементов исследуемых 
конструкционных сталей приведено в таблице 1.Диапазон изменения 

содержания основных химических элементов в сталях 45, 40Х, 40ХН 

приведен в таблице 2. 

Таблица 1.  

Химический состав основных элементов исследуемых сталей 

Наименование химического элемента 
Содержание элементов, % (вес.) 

Min Max 

C 0,11 2,1 

Другие элементы 0 2,5 
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Таблица 2.  

Химический состав сталей 45, 40Х, 40ХН 
С
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45 07 
0.36–
0.42 

1.00–
1.40 

0.17–
0.37 

0.30 
0.50–
0.80 

0.035 
0.45–
0.75 

0.035 

40Х 97 
0,36–
0,44 

Не  

более 
0,3 

0,17–
0,37 

Не  

более 
0,30 

0,50–
0,80 

Не  

более 
0,035 

0,80–
1,10 

Не  

более 
0,035 

40ХН 96 
0.36–
0.42 

1.00–
1.40 

0.17–
0.37 

0.50–
0.80 

 0.035 
0.45–
0.75 

0.035 

 

Была создана модель технологии термической обработки изделий 

из конструкционных сталей. Главное окно программы (показанное на 

рисунке 1) разделено на две части: левая – для ввода данных, правая – 

вывода результатов. 

 

 

Рисунок 1. Окно программы 
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В левой части главного окна и в открывшемся диалоговом окне 

производится ввод данных. Левая часть главного окна поделена на верх-

нюю часть, в которой располагаются поля ввода содержания элементов 

в стали (минимальное и максимальное содержание) и нижнюю часть, 

кнопки для ввода дополнительных данных. 

При вводе данных в поля формы программой реализован синтак-

сический контроль вводимых данных. В случае ввода значения не соот-

ветствующего синтаксису программа не позволит произвести других 
действий до тех пор, пока не будет исправлена ошибка ввода (например, 

дробные числа необходимо вводить через «запятую»). 

После введения исходных данных переходим к расчету и печати 

полученных результатов. Правая сторона главного окна примет вид па-

нели результатов. На панели в верхней части расположены две кнопки 

«Расчет» – для выполнения расчетов и «Печать» – распечатки резуль-

тата расчета на принтере. 

После выполнения вычислений на странице «Диаграмма» мы мо-

жем увидеть графическое изображение результата расчета (диаграмма), 

на которой красным цветом будет показана область, соответствующая 

состоянию стали (эвтектоидная, доэвтектоидная или заэвтектоидная). 

Просмотреть промежуточные и итоговые результаты вычислений, 
можно перейдя на страницу «Протокол». В протокол расчета заносятся: 

содержание легирующих элементов, точка перлитного превращения 

(S1), средние температуры эвтектоидного превращения (А1) и начала 

превращения (А3), полученное состояние стали и другие вводимые и 

рассчитанные значения. 

Пример полученного протокола показан на рисунке 2. Если Вас 

устраивает результат расчета, Вы можете распечатать его на принтере. 

Для этого нажмите кнопку «печать» расположенную рядом с кнопкой 

«Расчет». 

Если данные расчетов необходимы для дальнейшей работы или 

переноса на другой компьютер их можно сохранить,. для этого в левой 
половине главного окна расположена кнопка «Сохранить». 

Для исследования были взяты несколько марок конструкционных 

сталей. Расчетные данные были сопоставлены с экспериментальными. 

исследования приведены в таблице 3. 
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Рисунок 2. Протокол расчета 

 

Таблица 3.  

Сравнение расчетных и экспериментальных данных  

по температуре нагрева под закалку 

Марка 

стали 

Температура нагрева под 

закалку, расчетная, оС 

Температура нагрева под 

закалку, экспериментальная, оС 

45 854 853 

40Х 834 845 

40ХМФА 853 860 

40ХН 791 795 
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Выводы 

1. Изучено и освоено математическое моделирование термообра-

ботки процессов закалки и отпуска деталей из сталей 45, 40Х, 40ХН, и 

близких к ним по химическому составу конструкционных малоуглеро-

дистых сталей .изготовляемых в МУ ПАО «НЛМК». 

2. Доделана и полностью оттестирована программа термической 

обработки конструкционных сталей. Проведен выбор режима термиче-

ской обработки малоуглеродистых конструкционных сталей. Получен-
ные данные при расчете по программе были сравнены с эксперимен-

тальными литературными данными. 

3. Математическое моделирование учитывало размещение дета-

лей в печи, их размеры и вид изделий. 

4. Входные данные: химсостав деталей, параметры деталей, раз-

мещение изделий в печи, нужный балл зерна и необходимая твердость 

полученных изделий. 

5. Выходными параметрами являются температура и время 

нагрева под закалку, охлаждающая среда, температура и время вы-

держки при отпуске. 

 

Список литературы: 
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1.2. ТРАНСПОРТ 

 

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 

ДИНАМИКИ ПОЕЗДА НА ПРЯМЫХ И КРИВЫХ 

В ПРОФИЛЕ УЧАСТКАХ ПУТИ 

Комаровский Никита Владимирович 

аспирант, 
Белорусский государственный  
университет транспорта, 
Беларусь, г. Гомель 

MATHEMATICAL MODELING TRAIN DYNAMICS 

ON STRAIGHT AND CURVED SECTIONS 

OF TRACK PROFILE 

Nikita Komarovsky 

Postgraduate student, 
Belarusian State University  
of Transport, 
Belarus, Gomel 
 

Аннотация. Основной целью исследования явлется оценка 

влияния кривизны пути в профиле на динамику подвижного состава. 
Для этого поставлены задачи: исследование факторов, оказывающих 

влияние на устойчивость движения грузовых поездов, а также выявление 

причин их поломок и повреждений. Создание математических моделей и 

алгоритмов, описывающих движение поездов с учетом специфики рельсо-

вого пути. Разработка математической модели, учитывающей расстояния 

между вагонами. Проведение теоретических исследований для оценки 

прочностных характеристик, устойчивости и динамических параметров 

движения при электродинамическом торможении, а также формули-

рование рекомендаций для повышения безопасности движения. Опреде-

ление продольных динамических сил, действующих на грузовой поезд, 

основанное на экспериментальных данных, и сопоставление результатов с 

расчетными теоретическими и нормативными показателями. В ходе 
исследования были задействованы статические, аналитические и экспе-

риментальные методы. Теоретические исследования основывались на 
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принципах Даламбера, также использовалось программное обеспечение 

MSC Adams (автоматический динамический анализ механических 

систем). Эксперименты проводились как в лабораторных, так и в 

производственных условиях. 

Abstract. The main purpose of the research is to assess the influence 

of track curvature in the profile on the rolling stock dynamics. For this 

purpose the following tasks are set: research of factors influencing the 

stability of freight trains, as well as identifying the causes of their breakdowns 
and damage. Creation of mathematical models and algorithms describing the 

movement of trains taking into account the specifics of the rail track. 

Development of a mathematical model that takes into account the distances 

between cars. Conducting theoretical studies to evaluate the strength 

characteristics, stability and dynamic parameters of motion under electrodynamic 

braking, as well as formulating recommendations to improve traffic safety. 

Determination of longitudinal dynamic forces acting on a freight train, based 

on experimental data, and comparison of the results with calculated 

theoretical and regulatory values. The study involved static, analytical and 

experimental methods. Theoretical studies were based on Dalembert's 

principles, and MSC Adams software (automatic dynamic analysis of 

mechanical systems) was also used. The experiments were carried out both 
in laboratory and production conditions. 

 

Ключевые слова: торможение, подвижной состав, путь. 

Keywords: braking, rolling stock, track. 

 

В современном мире особое внимание уделяется созданию и совер-

шенствованию конструкций железнодорожного подвижного состава для 

повышения их динамических характеристик и скорости движения, при 

этом обеспечивая безопасность и надежность. В развитых странах 

активно разрабатываются и моделируются локомотивы нового поколения 

с учетом таких параметров, как скорость, масса и длина, что позволяет 
достичь технико-экономической эффективности в их эксплуатации. 

Увеличение объемов грузовых и пассажирских перевозок на железно-

дорожном транспорте напрямую связано с устойчивой работой поездов 

в различных режимах. Поэтому важным аспектом является оптимальный 

выбор силы тяги и электродинамического торможения локомотива, а 

также снижение продольных динамических сил при движении поезда 

по наклонным участкам. 

Научные исследования и технические работы в области проекти-

рования подвижного состава сосредоточены на разработке и улучшении 

методов теоретических расчетов и экспериментальных исследований. 
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Улучшение динамических характеристик и технико-экономических 

показателей является приоритетом в данной области. Таким образом, 

разработка рекомендаций по повышению динамических качеств и 

оценке продольных динамических сил, возникающих при движении 

грузового подвижного состава по различным участкам пути, а также 

обеспечение безопасности перевозок путем повышения устойчивости 

становится важной и актуальной задачей [1]. 

Математическая модель была реализована с использованием 
программного обеспечения MSC.ADAMS, что позволяет проводить 

оценку продольной динамики поезда в зависимости от массы, длины 

вагонов и расстояний между автосцепками. На этапе подготовки перво-

начальных данных и моделирования различных состояний сжатого или 

растянутого поезда есть возможность регулировать зазоры, что упро-

щает процесс расчетов и увеличивает их точность. 

 

 

Рисунок 1. Схема спуска с уклона модели поезда  

с одним локомотивом 

 

Согласно схеме, (рис. 1) математическое описание движения 

поезда выражается в виде системы уравнений равновесия [2-4] 
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 (1) 

 

где mл, mаi, mi – масса локомотива, автосцепок i-го межвагонного со-
единения и i-го вагона соответственно (i = 1, …, n); 

лx ,
aix , 

ix  – 

продольные ускорения локомотива, автосцепок i-го межвагонного со-

единения и i-го вагона; Wл, Wi – основные силы сопротивления 

движению локомотива и i-го вагона; Tл, Ti, Tʹi – силы, действующие на 

поглощающие аппараты локомотива и i-го вагона; Tаi, Tʹаi – силы, 
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действующие на автосцепные устройства i-го межвагонного соедине-

ния; Bл – сила электродинамического торможения и тяги локомотива; g – 

ускорение свободного падения; αл, αаi, αi – уклон пути, по которому дви-

жется локомотив, автосцепки i-го межвагонного соединения и i-й вагон; 

n – количество вагонов в составе поезда. 

 

 

Рисунок 2. Схема спуска с уклона модели поезда  

с двумя локомотивами 

 

Математическое описание спуска поезда (рис. 2) согласно схеме 

выражается в виде следующей системы уравнений равновесия 
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 (2) 

 

где mл1, mл2, mаi, mi, mа(n+1) – масса локомотива, автосцепок i-го 

межвагонного соединения и i-го вагона соответственно (i = 1, 2, …, n); 

�̈�л1, �̈�𝑎𝑖, �̈�𝑖, �̈�л2, �̈�𝑎(𝑛+1) – продольные ускорения локомотива, автосцепок 

i-го межвагонного соединения и i-го вагона; Wл1, Wi, Wл2 – силы 
основного сопротивления движению локомотива и i-го вагона; Tл1, Tл2 

Ti, Tʹi – силы, действующие на поглощающие аппараты локомотива и i-

го вагона; Tаi, Tʹаi, T а(n+1), Tʹа(n+1) – силы, действующие на автосцепные 

устройства i-го межвагонного соединения; Bл1 Bл2 – сила электро-

динамического тормоза локомотива; g – ускорение свободного падения; 

αл1, αi, αаi, αл2, αа(n+1) – уклон пути, по которому движется локомотив, ав-

тосцепки i-го межвагонного соединения и i-й вагон; n – количество ва-

гонов в составе поезда. 
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В программном комплексе MSC Adams создана модель поезда 

(рис. 3), движущегося по прямому и наклонному пути. Локомотив и ва-

гоны моделировались упрощенно, представляют собой твердые тела. 

Межвагонные соединения моделировались с использованием упруго-

диссипативной связи, имитирующей работу автосцепного устройства. 

 

 

Рисунок 3. Компьютерная модель поезда в MSC ADAMS 

 

Проверка, проведенная на основе теоретических исследований с 

использованием разработанной математической модели, показала высо-

кую степень соответствия данных, полученных в результате экспери-

ментов. Точность сравнения составила 97% между результатами исследо-

вания и расчетами, выполненными в программном обеспечении 

MSC.ADAMS. 
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Аннотация. Устойчивость подземных выработок рассматрива-

ется как сохранение геометрической формы подземной выработки под 

действием горного давления. Упругопластическая устойчивость свя-

зана с возможностью реализации пластического состояния в массиве 

горных породы в окрестности выработки. Область вблизи контура вы-

работки является наиболее опасной с точки зрения потери устойчивости 

вследствие энергонасыщенности такой области и концентрации боль-

ших напряжений в ней. Реальные выработки имеют «неидеальные» по-
верхности с большими неровностями, которые являются дополнитель-

ными концентраторами напряжений. Обычно флуктуация геометрии 

контура выработки задается в виде некоторых флуктуирующих функ-

ции периодического или квазипериодического типа. При этом контур 

выработки потерявший устойчивость остаётся гладким и описывается 

дифференцируемыми функциями. В реальных условиях контуры выра-

боток все же не являются гладкими. В работе рассмотрен контур, опи-

сываемый фрактальной функцией, типа функции Вейерштрасса. Вычис-

лены напряжения, возникающие в окрестности выработки и 

представляющие собой сумму средних напряжений и среднеквадратич-

ных отклонений флуктуаций напряжений. Пластичность описывается 
критерием типа теории течения.  

Abstract. The stability of underground cavities is described as the 

preservation of the geometric shape of the underground cavities under rock 

pressure. Elastic-plastic stability is associated with the possibility of realiza-

tion of plastic state in the rock mass in the vicinity of cavity. The area near 

the cavity contour is the most dangerous in terms of stability loss due to its 

energy saturation and concentration of high stresses therein. Real cavities 

have “non-ideal” surfaces with large irregularities, which are additional stress 

raisers. Usually, the fluctuation of the geometry of the cavity’s contour is 

defined as some fluctuating functions of periodic or quasi-periodic type. 

Herewith, the cavity's contour that has lost stability remains smooth and is 

described by differentiable functions. In real conditions, however, the cav-
ity’s contours are not smooth. The paper considers a contour described by a 

Weierstrass fractal function. The stresses occurring in the vicinity of the cav-

ity's contour, which are the sum of the average stresses and the standard 
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deviations of the stress fluctuations, have been calculated. Plasticity is de-

scribed by a flow theory type criterion. 

 

Ключевые слова: упругопластическая устойчивость, фракталь-

ный контур, напряжение, деформация, потеря устойчивости, гладкий 

контур выработки, критическая сила. 

Keywords: elastic-plastic stability, fractal contour, stress, strain, loss 

of stability, smooth working contour, critical force. 
 

Уравнения равновесия в цилиндрической системе координат с осью 

Z, совпадающей с осью цилиндрической выработки, имеют вид [1-7]: 

 
𝜕𝜎𝑟

𝜕𝑟
+

1

𝑟

𝜕𝜏𝑟𝜃

𝜕𝜃
+

𝜎𝑟−𝜎𝜃

𝑟
= 0, 

 
𝜕𝜏𝑟𝜃

𝜕𝑟
+

1

𝑟

𝜕𝜏𝑟𝜃

𝜕𝜃
+

2𝜏𝑟𝜃

𝑟
= 0 (1) 

 

Предельное состояние выработки определяем условием пластич-

ности вида: 

 

 𝑓(𝜎𝑟 , 𝜎𝜃 , 𝜏𝑟𝜃) = 𝛫.  (2) 

 

Вследствие того, что выработка является концентратором напря-

жений, пластическая зона может возникать только в окрестности кон-

тура выработки.  
В случае изотропной однородной среды и осесимметричного нагру-

жения, граница между упругой и пластической зонами представляет собой 

окружность с центром, совпадающим с центром окружности радиуса 

𝑟0 > 𝛼 + √𝐷, где D – дисперсия шероховатости контура выработки, 
⟨𝑟⟩ = 𝛼  

 

 
 

Пусть в рассматриваемом случае условие пластичности (2) имеет 
следующий вид [1−5]: 

 

 𝑚𝑎𝑥{|𝜏𝑛|  −  (𝜎𝑛  +  𝐻)tg𝛽1} = 0, (3)  

 

где 𝛽1– угол внутреннего трения породы, 𝛨 = 𝛫сtg𝛽, 𝛫 – коэффициент 

сцепления. 

Ассоциированный закон течения для критерия (2) имеет вид: 
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 휀𝑖,𝑗 = 𝜆
𝜕𝑓

𝜕𝜎𝑖,𝑗
. (4) 

 

Полные напряжения и деформации складываются из упругих и 

пластических, которые обозначаем, соответственно, буквами e и 𝑝. 
Решение упругопластической задачи об устойчивости выработки 

в невозмущенном состоянии обозначаем индексом «0».  

 

 𝜎𝑟
(𝑒)𝑜

= 𝛾ℎ −
𝛼2(𝛨+𝑝)𝛽0

𝛼2+2

2

1

𝑟2 

 (5) 

𝜎0
(𝑒)𝑜 = 𝛾ℎ −

𝛼2(𝛨 + 𝑝)𝛽0
𝛼2+2

𝑟2

1

𝑟2
 

𝜏𝑟𝜃
(𝑒)𝑜 = 0, 𝑈𝑟

(𝑒)𝑜 =
1

2𝐺
𝑟 [

𝛼2(𝛨+𝜌)
𝛽0

𝑎2+2

2

1

𝑟2 + 𝛾ℎ(1 − 2𝑣)] 

𝑈𝜃
(𝑒)𝑜

= 0 

𝜎𝑟
(𝑝)𝑜

= −𝛨 + (𝛨 + 𝜌)𝑟𝛼2; 𝜎𝜃

(𝑝)𝑜
= −𝛨 + 𝑎1(𝛨 + 𝜌)𝑟𝛼2 

 𝜏𝑟𝜃

(𝑝)𝑜
= 0, 𝑈𝑟

(𝑝)𝑜
=

𝜇𝛽0
1+𝛼1

𝑟𝑎1
, 𝑈𝜃

(𝑝)𝑜
= 0, (6) 

𝛽0
1+𝛼2 =

2(𝛾ℎ + 𝛨)

(1 + 𝛼1)(𝛨 + 𝜌)
 

𝛼1 =
1 + 𝑠𝑖𝑛 𝜌1

1 − 𝑠𝑖𝑛 𝜌1

, 𝛼2 =
2 𝑠𝑖𝑛 𝜌1

1 − 𝑠𝑖𝑛 𝜌1

, 

𝜇 =
1

2𝐺
[𝑠𝑖𝑛 𝜌 (𝛾ℎ + 𝛨) + 𝛾ℎ(1 − 2𝑣)] 

 

где γ – плотность горной породы, h – глубина расположения выра-

ботки. 

Под устойчивостью выработки в плоскости ее сечения понимаем 

потенциальную возможность существования контура, отличного от 

окружности 𝑟 = 𝑎. 
С точки зрения такого определения, необходимо найти условия, 

при которых возможна бифуркация контура, т.е. может существовать 

смежная форма контура 

 

 𝑟 = 1 + 𝛿𝑓(θ), (7) 

 

где 𝛿 – малый безразмерный параметр. 

Рассмотрим случай флуктуаций контура в виде функции Вейер-

штрасса 



Научный форум: Технические  

№ 10(78), 2024 г.                                                          и физико-математические науки 

20 

 𝑓(θ) = ∑ 𝛢𝑛∞
𝑛=0 cos(𝛣𝑛πθ), (8)  

 

где 0 < 𝛢 < 1, а произведение 𝛢 ⋅ 𝛣 достаточно велико. 

График функции Вейерштрасса представляет собой бесконечно 

изломанную, непрерывную, но негладкую линию, что соответствует 

природным объектам. 

В соответствии с представлением (8) решения ищем в таком виде:  
 

𝜎𝑟 = 𝜎𝑟
0 + 𝛿�̃�𝑟

, 𝜎𝜃 = 𝜎𝜃
0 + 𝛿�̃�𝜃, 

𝜏𝑟𝜃 = 𝜏𝑟𝜃
0 + 𝛿�̃�𝑟𝜃 , 𝑈𝑟 = 𝑈𝑟

0 + 𝛿�̃�𝑟 , 

 𝑈𝜃 = 𝑈𝜃
0 + 𝛿�̃�𝜃 , (9) 

 

где �̃�, �̃�𝑖𝑗 – возмущения соответствующих величин.  

Для возмущенного состояния граничные условия представляем 

следующим образом: 

 

 . (10) 

 

При 𝑟 → ∞ все флуктуации стремятся к нулю. Это естественное 

условие ограниченности зоны влияния граничных условий. Считаем, 

что при достижении нагрузкой предельного значения в окрестности вы-

работки появляется пластическая зона радиуса 𝑟0  и упругая зона при 𝑟 >
𝑟0 . Граница пластической зоны неизвестна, но на ней должны выпол-

няться условия сопряжения: 

 

  при 𝑟 = 𝑟0  . (11)  

 

Известно [1-7], что устойчивость по линейному приближению 

при 𝑟 = 𝛽0 требует линеаризации нелинейных уравнений. В рассматри-

ваемом случае это относится к условиям пластичности и ассоциирован-

ному закон течения. Возмущенное состояние в пластической области в 

линейном приближении определяется уравнениями, получаемыми из 

системы (1), (2): 

 

  𝑟2 𝜕�̃�𝑟𝜃
(𝑝)

𝜕𝑟2 + (3 − 𝛼2)𝑟
𝜕�̃�𝑟𝜃

(𝑝)

𝜕𝑟
− 𝛼1

𝜕2�̃�𝑟𝜃
(𝑝)

𝜕𝜃2 − 2𝛼2�̃�𝑟𝜃 = 0 (12) 

  
𝜕𝑈𝑟

𝜕𝑟
+ 𝛼1 [

1

𝑟

𝜕𝑈0
(𝑝)

𝜕𝜃
+

𝑈𝑟
(𝑝)

𝑟
] = 0 (13) 
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𝜕𝑈𝜃

(𝑝)

𝜕𝑟
−

𝑈𝜃
(𝑝)

𝑟
+

1

𝑟

𝜕𝑈0
(𝑝)

𝜕𝜃
=

(1+𝑎1)𝜇𝑝0
1+𝛼1

𝛼2(𝛨+𝑝)𝑟2𝛼1
�̃�𝑟𝜃 . (14) 

 

Решения уравнений (12) – (14) записываем в виде:  

 

�̃�𝑟
(𝑝)

=
1

𝛼1𝑟
[𝐶1 + 𝛼1𝐶2𝑟𝛼2] ∑ 𝛢𝑛

∞

𝑛=0

𝑐𝑜𝑠(𝛣𝑛𝜋𝜃) 

 �̃�𝜃

(𝑝)
=

1

𝑟
[𝐶1 + 𝛼1𝐶2𝑟𝛼2] ∑ 𝛢𝑛∞

𝑛=0 𝑐𝑜𝑠(𝛣𝑛𝜋𝜃) (15) 

�̃�𝜃

(𝑝)
=

1

𝑟
[𝐶1 + 𝐶2𝑟𝛼2] ∑ 𝛢𝑛

∞

𝑛=0

𝑠𝑖𝑛(𝛣𝑛𝜋𝜃) 

�̃�𝑟
(𝑝)

= [
𝛼1𝐷1

𝑟𝛼1−1
+ 𝛼1𝐷2 −

�̃�𝐶1

𝑟2𝛼1
+

�̃�𝐶2

𝑟𝛼1 + 1
] ∑ 𝛢𝑛

∞

𝑛=0

𝑐𝑜𝑠(𝛣𝑛𝜋𝜃) 

�̃�𝜃

(𝑝)
= [

𝐷1

𝑟𝛼1−1
+ 𝛼1𝐷2 −

�̃�𝐶1

𝑟2𝛼1
+

�̃�𝐶2

𝑟𝛼1 + 1
] ∑ 𝛢𝑛

∞

𝑛=0

𝑠𝑖𝑛(𝛣𝑛𝜋𝜃) 

 �̃� =
𝜇𝛽0

1+𝑎1

2𝛼2(𝛨+𝑝)
, 𝛨 = 𝑘tg𝜌 (16)  

 

где 𝛽0− безразмерный радиус пластичной зоны.  

Константы 𝐶1, 𝐶2, 𝐷1, 𝐷2 находятся из граничных условий. 

Флуктуации напряжений и перемещений в упругой области могут 

быть представлены так: 
 

�̃�𝑟
(𝑒)

= −
2�̃�

𝑟3
∑ 𝛢𝑛

∞

𝑛=0

𝑐𝑜𝑠(𝛣𝑛𝜋𝜃), 

�̃�𝜃
(𝑒)

= 2
𝛣

𝑟3
∑ 𝛢𝑛∞

𝑛=0 𝑐𝑜𝑠(𝛣𝑛𝜋𝜃),  

 �̃�𝑟𝜃
(𝑒)

= −
2�̃�

𝑟3
∑ 𝛢𝑛∞

𝑛=0 𝑠𝑖𝑛(𝛣𝑛𝜋𝜃), (17) 

�̃�𝑟
(𝑒)

=
�̃�

2𝐺

1

𝑟2
∑ 𝛢𝑛

∞

𝑛=0

𝑐𝑜𝑠(𝛣𝑛𝜋𝜃), 

  �̃�𝜃
(𝑒)

=
�̃�

2𝐺

1

𝑟2
∑ 𝛢𝑛∞

𝑛=0 sin(𝛣𝑛𝜋𝜃), (18) 

 

Здесь �̃� – произвольная постоянная, которая определяется из 

условий сопряжения на границе упругой и пластичной зон. 

Считая, что в установившемся состоянии граница упругой зоны 

находится в равновесии, находим, что 𝐶1 = 0. Подставляя выражения 
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для флуктуации напряжений и перемещений в упругой зоне (17), (18) и 

в пластической зоне (15), (16) в граничные условия (10) и в условия со-

пряжения (18), получаем алгебраическую систему четырех линейных 

однородных уравнений для определения произвольных постоянных 

𝐶2, 𝐷1, 𝐷2, �̃�. 
Условие существования ненулевых решений для однородной 

системы сводится к условию равенства нулю определителя данной 

системы, откуда получаем нелинейное уравнение относительно 𝛽0: 

 

𝛼1𝛼2𝜇𝛽0
2+𝛼2 + 𝛼1 [

2𝛼2𝑞

1 + 𝛼1

− (1 + 𝛼1)𝜇] 𝛽0
𝛼2 − [2(𝛼2 − 𝜇𝛼1) + 𝛼2𝑞] = 0, 

 𝑞 =
𝛾ℎ+𝛨

𝐺
. (19) 

 

При 𝛼2 = 2, уравнение (19) является биквадратным. Физический 

смысл имеет корень 𝛽0 ≥ 1. 
Основные состояния в пластической и упругой областях опреде-

ляются формулами (15)–(18). Из условия сопряжения на границе упру-

гой и пластических зон 𝜎𝑟
(𝑒)𝑜 = 𝜎𝑟

(𝑝)𝑜
получается выражение для крити-

ческой нагрузки 

 

 𝑃𝑘𝑝 =
2(𝛾ℎ+𝛨)−𝛽0

𝛼2(1+𝛼2)𝛨

(1+𝛼2)𝛽0
𝑎2  . (20) 

 

Из формулы (20) следует, что критическая сила линейно растет с 

глубиной h, а зависимости от других параметров не имеют экстремаль-

ных значений, что соответствует достаточно плавной зависимости 

𝑃𝑘𝑝 от всех других величин. Отметим, что величина критической 

нагрузки, выражаемая формулой (20), не зависит от возможной формы 

контура, например, можно положить в формуле (7) 𝑓(𝜃) = 𝐷 𝑐𝑜𝑠 𝛫 𝜃, 
которая является гладкой функцией. 

Замечание. Изменение радиуса пластической зоны от глубины вы-

работки может быть вычислено для конкретных данных [2]. 

Заключение 

1. Рассмотрена задача нахождения критической силы при опреде-

лении устойчивости породных масс в окрестности контура горизонталь-

ной выработки с учетом упругопластических свойств окружающего 

массива горных пород.  
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2. Методом линеаризации соотношений упругопластической за-

дачи получены уравнения, описывающие основное и возмущенное со-

стояния породных масс в окрестности контура выработки. 

3. Критическая сила находиться из решения характеристического 

уравнения, коэффициенты которого зависит от физико-механических 

свойств, геометрии задачи, условия пластичности и глубины располо-

жения выработки. 

4. Получено, что критическая сила достаточно монотонна изменя-
ется в зависимости от всех параметров задач и не имеет точек экстремумов. 
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